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Symmetrische Functionen. 
Von 
P. GORDA.~ in Erlangen. 
Die symmetrischen Functionen der Wurzeln eiaer Gleichung sind 
ganze Functionen ihrer Coefficienten. 
Von diesem Fundamentalsatze macht man in allen Gebieten der 
Algebra Gebrauch~ besonders bei der Bildung der Resolventen und der 
Resulf~nten. 
Bei der Durchftihrung der betreffenden Aufgaben sind oft ver- 
wickelte Rechnungen nothwendig; in einfacheren F~illen kann man sich 
auch der Tafeln bedienen. 
Zur Erleichterung der hiebei auftretenden Operationen haben viele 
bedeu~nde Mathematiker u. A. Cayley und Betti Relationen zwischen 
symmetrischen Functionen enr In der letz~en Zeit hat Herr 
Mac-Mahon im Amerikanischen Journal Volume 11~ 12, 14 ei~e Reihe 
ausgedehnter Arbeiten verSffentlicht. Besonders hat er sich mit der 
Waring'schen Formel besch~ftigt, welche die Summen der Potenzen der 
Wurzeln durch die Coefficienten ausdriickt. 
Diese Arbeiten habe ich nun in tier nachstehenden U tersuchung 
fortzuftihren gestrebt, indem ich nicht nur die Potenzsummen s als 
Functionen s(a) der Coefficienten a darstellte, sondern umgekehrt die 
Coefficienten a als Functionen 7p(s) der Potenzsummen untersuchte. 
Will man fiir irgend welche Functionen 
~1 ~-"  .~  
der Wurzeln einer oder mehrerer Gleichungen die Resolvente 
~_ = (x-~,) (x -~) . . .  
aufstellen, so kann man diesen Process in 2 Theile auflSsen: 
1. Man bestimme die Potenzsumme 
= + 
2. Man rechne die Functionen t~(S) aus, es sind die Coefficienten 
der gesuch~en Gleichung. 
Der Prozess die S zu finden entspricht der Bildung der Logari~hmen 
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gegebener Reihen und die hufsuchung der Functionen ~ der Bildung 
ihrer Exponentialfunc~ionen. 
Durch dieses Veffahren babe ich zweier]ei Resultate gewonnen: 
1. Ich habe die l~esultanten zweier Gleichungen die Discriminante 
ether Gleichung und verschiedene Resolventen in expliciter 
Form dargestellt. 
2. Ich babe die numerischen Coefficienten~ welche in diesen 
Bildungen auftreten, explicite dargestellt. 
Die erste Aufgabe ist nun schon l~ingst mittelst Determinanten gelSstt. 
Abet diese Art LSsung ist nut yon formaler Bedeutung, da die Be- 
rechnung yon Determinanten bet einer grSsseren Anzahl yon Reihen 
fiir die Praxis nicht durchgeftihrt werden kann. 
1. Capitel. 
Die Functionen s und r 
w 
Definition der Functionon s and ~p. 
Die einfachsten symme~rischen Functionen yon Variabeln 
fl f~ . - -  
sind ihre Elementarfunctionen a und ihre Potenzsummen s, sie sind 
durch die Formeln definirt: 
fix, a)-~--/~agx,=I-[(i-ir 
g 
Man kann die a aus den s und die s durch die a berechnen; dieser 
Vorgang m5ge durch die Formeln angedeutet werden: 
aus ihnen folgt: 
sg -~- sg(a); a~ = ~(s )  
(s(a))=-,. 
Beispiele.  
1) f(x, a)~ ( l - -x ) ' ;  s~ = n; ag = (-- 1)r (~) ;  
2) f(x,a)-~- i - -x" ;  s z~n oder 0 je nachdem g den Factor n 
hat oder nicht, az ~--- 17 --  1, 0 je nachdem g ~-O~ n oder ~0,  n ist .  
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w 
Die Producte p. 
Die Producte der a bezeichne ich dutch 
p~, (a) -~- a ; ,a~.  . .  
und ordne sie nach ihrem Gewichte 
g -~ z I -1- 2z2 . . -  
der Art~ dass Producte p yon kleinerem Gewichte voranstehen. Bei 
p" yon gleichem Gewichte s~ehen die voran, bei denen 
q- r2"  "" 
einen grSsseren Werth hat. 
Vorstehende p gelien fiir einfacher, sp~itere ffir verwickelter. Das 
einfachste/) yore Gewichte g ist alg das verwickelste ag. 
Den Process aea,~ durch ae+~ zu ersetzen, nenne ich Faltung~ und 
den umgekehrten ae+~ durch aea,~ zu ersetzen, Spaltung; beide ~indern 
das Gewicht night. Spaltung erzeugt einfachere_p, Faltung verwickeltere. 
Durch fortgesetzte Faltung erh~ilt man aus ajg alle p yore Ge- 
wichte g und ebenso durch fortgesetzte Spaltung yon ag. 
Eine besondere Art yon Faltung und Spaltung ist das Ersetzen 
yon ae+l und a 1 a e dutch einander. Spaltet man so in p~ alle Factoren 
ausser den a I also h -  ul Factoren~ so erh~ilt man: 
-~ a. ~ +.~, a~ a f , . . .  
L 1 Z 
und P erzeug~ durch Faltungen, bei denen a~' betheilig~ ist, ausser 
p~ solche/9, welche durch specielIe SpaItungen aus p~ entstehen. 
und 
und 
Beisp ie l .  
a~-e .a  e erzeugt durch Faltung -la'~-e-1 ae+l und a~'-r ar 
a~-e-1 at~_l dnrch Spaltung a~-e aq ; 
a~ -1 . a 1 erzeug~ durch Faltung a~-2a 2 und a~  
a~-~ a 2 durch Spaltung a~'. 
w 
Zusammengesetzte ~. 
Die Variabeln ~ k5nnen auch aus anderen zusammengesetz~ sein; 
wir wollen ftinf Beispiele anflihren. 
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1. Beisp ie l .  
Die ~ seien Quotienten yon Variabeln 
Es wird dann: 
Sind a16 die 
so isi : 
s~ 
Wurzeln yon Gleichungen 
Q-~-m 
f (z ,  a) ~- -H  (1 -- acx); 
Q=I 
f(x, b) =H (1-- ~.x) 
s~ = s_~(a) s~,(b). 
2. Be isp ie l .  
Die ~ sind die Quotienten der Wurzeln 
der Gleichung: 
Es wird : 
f(x, a) ---~-[ (1 - ~x),  
Q--~.I 
% 
sg --=- sAa) s_~,(a) - m, 
g:rn(m--1)  
tg(~ 
g ~----0 Q,a 
3. Beispie l .  
Die ~ sind Producte aus v Reihen yon Variabeln 
a,a~. . . ,  ~1~. . . ,  71,72-- .  
den Wurzeln yon: 
f(x, a) =1-[ (1  - -  ar x)', 
r 
t (x ,  b) .=-H(1  -- p~x,), 
e 
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f (x, c) ~-H(1  -- 7ex), 
r 
Wit erhalten: 
Die Gleiehung deren Wurzeln 
~-- sg(a) sg(b) sg(c) . . . .  
die ~ sind, sei 
f (x ,  a, b, c . . . )  -~ f (x ,  A )  
r 
so dass: 
A~ = ,As ) ;  s~(A) =-- s~, 
f (x ,  a, b, c . . .) --/~f(~r x, b, c-..) 
wird. e 
In dem speciellen Falle: 
wird: f(x,  a) ~ 1 --  x 
f (x ,  a, b, c . . .) ~- f (x ,  b, c . 9 .). 
Den log f (x,  a, b~ c) bezeichne ich durch # (x, a, b, c) , seine Reihen- 
entwicklung l~ute~: 
e(x ,  a, b, e) ----- - ~ S,  x, .  
g 
4. Be isp ie l .  
f(x, a )=H(1- -aex) ;  f(x, b) = ( l - -x )  ~. 
Die ~ sind die Producte der: 
a la  2 . . .a ,~ und n Zahlen f l l~- f l2" ' ' f l -~ ' l ,  
also n Mal die Variabeln a. Somit ist 
f(x, a, b)= f~(x, a), 
sg --- n.sg (a) .  
Die Coefficienlen yon ( l - -x ) "  sind die ~p (s(b)) 
n! v~ (s(b))= ( -  1)~ g: (~_g): 
und die Coefficienten yon f" die ~p (ns(a)) 
Z n! 1 
n! 1 
Ca (ns(a)s(b)) - -  ~ (n--h), ~,, x ,! . . .P~ (fg (s(a)s(b))) .  
k 
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5. Beispiel .  
f (x ,  a) ~--H(1  -- %x); f (x,  b) -=- 1 X n . 
e 
Die ~ ~sind ie Produete der: 
a la2" - 'am und I ~ ~2. . .  ~.-~ 
WO 
Wir erhalten 
~ COS ~ 
2~ 2~ 
n ~ i sin -n-- 
f (x ,  a, b )= H f(eo x,  a) -~-H(1 -  a~x'~), 
Q 
0 fiir g ~-I- O, rood. n,  
s ,  =- . s .  (O) ,, g ~ o , ,, . .  
Die Coefficienten yon f (x ,  a, b) sind die %(S); sie versehwinden 
wean g nicht durch n theilbar ist, ftir die %.(S) haben wit die Formel: 
folgt 
we 
w 
Die Waring'sche Formel. 
Aus den Formeln: 
t(x, a) =H(1 -vex); 
f (x ,  A)  ~--H(1 -  ~ex) =H(1  - -  %, fie, ~'~ " " " x) 
log f (x ,  a) -~ a(x,  a) --~ - -  -~ sg (a) xg, 
g 
log  f(z, a, b, c . .) ~ ~ (x, a, b, c . . .)  ~- - -  ~ Sg xg, 
g 
Sg ~--- sg (a) sg(b) sa(c) . 9 -. 
Die Entwicklung des Logari~hmus liefer~: 
l~ ( as x --]- a 2 x 2 ...)1, . . . . .  ~(_  1)a_ , (h-- 1)! ~. ,. ~!... p ,  (a) xg, 
1 k" 
log f (x ,  a, b . . . )  ~ ,~  ( - -  1)h (h-- 1),. ~,-i. ~--.' _ . P"  (A )  x~.  
k 
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Vergleicht man die Coefticientea yon x~, so erhiilt man die Formeln: 
sa(a) ---~_~ (-- 1) a r x,-i u,--i.., p'~ (a), 
& =~'~ ( -  1)' (h-~)! ~,-i. ~2--'. ; .  . p~. ( A ) . 
Die p~ habea das qewicht yon g. 
Wurzeln a: 
Beispiel. 
/ - / (1  - '~e x) ~1-~ 
1 1 
2i= ~ 4i~ 
ag ~--- (g+l ) ! ;  S~g 22g--1U2g ; 
~g~g 
S2g+l ~--- 0~ 
(_h--~), /• (LV'. 
u1!u2!- . .  \2 ! )  \3 i ]  
Aus der Formel: 
folgen diese: 
f - - - -Z  e~ K." 
h 
w 
Entwickhng der ~p. 
f=e~ 
f(x, a) ~- 'Z  (--1)~ pz (s(a)) x~, 
%!u, ! . . .  1 ~2 ~. . .  
f(x, A) ---f(x, a, b, c . . . )=~ 
X 
( -  1) ~ 
~l: ~,!.'. 1~'~ ' '  . p~(S)x~ 
und, wean man die Coefilcienten yon xg vergleicht: 
ag -- zPa(s(a)) 
x~ ! u~!  , , . 1 ~ 2 ~ . . . 
&-  ~,(s) = ~ ( -  1)~ p.(S). 
u~l~!... I x~2 z~... 
Ffir die Resultante R der Gleichungea: 
f (x,  a), f(.z, b) 
508 P. GoaD~. 
nnd fiir die Diseriminante A einer Gleichung f(x, a)folgen hieraus 
die Formeln: 
ui! u~!... l~2~-... 
a:  (s-1 (a)s 1 (b)) •' (s_2(a)s~ (b)) ~ 
~t ! ~ ! . . .  1 x~ 2~% . . 
X 
a:- l (s_~(a)s,(a)-m)~"(s_2(a)  s2(a)- -m) x ' . . .  . 
Die 1. Summe ers~reek~ sich fiber die Producte, deren Gewicht 
mn is~j und die 2. fiber die, deren Gewich~ <__ m.m -- 1 isL 
{}6. 
Die Newton'schen gormeln. 
Vergleicht man in der Formel: 
~f dg ~x f ~-~ ----- 0 
die Coefficienten der Po~enzen yon x, so wird: 
0 -~- aoSg -t- al sg-1 9 . 9 gag 
oder ausffihrlicher gesehrieben: 
0 ~. aosg(a ) -{- ajsg..-1 (a ) . . .  ag_ls 1 (a) -]- gag. 
0---~ Co(S) sg --~ et ( s )sg_~. . .  ~l,~_~(s)s~ -{-gep(a),  
o- -  aoS~ + AlSo_, . . .  A~_lS~_I + gas. 
Sie dienen zur sehrittweisen Berechnung tier a, A aus den s, S, also 
der Resultante und Discriminante 
A1 + A2"" " .  
2. Capi~el. 
Relationen zwisehen den s(a) und r 
w 
Dio (s(a) + s (b)). 
Die Coeffieienten des Productes 
f(x, a) f(x, b) 
sind nach der Formel: 
1 
- -  log (f(x, a)f(x, b)) = Z -g (s,(a) + s,(b)) x~ 
die Fune~ionen : g 
~P (s(a) + s(b)). 
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Es ist: 
tl, g (s(a) +s(b)) =~/  aeba, 
g,a(s(a) (s(b) .-it- s(c))) =2 tl,r (s(a) s(b)) ~l,a (s(a)ts(c)) .
Die Summen erstrecken sieh tiber alle ~, 6, bei denen 
O+6~---g 
ist, a]so a a durch Faltung aus aea, entsteh~. 
I. Beispiel.  
f (x ,  b)----- 1 - -  x .  
sa(b ) = 1; Cg (s(a) 
((s(a) + s(b)) =
\ 
"Jr- 1) ~ ag ~ ag_  1, 
~_/ ~l'e (s(a)s(b)) ba. 
Q~q 
2. Beispiel. 
f (x ,  b )= 1 - -  xy .  
sg (b) = yg; ~l'a (se[(a) + Yr ~-- aa -- yag-1, 
~Pa ((sr (a )+ ge) so(b) )=~d ~ (s(a)s(b)) g~b~. 
Q,a 
3. Beispiel. 
(1 --x)". 
qr 
sa(b ) --~ n; ~a (s(a)-+- n) ~- 'Z  ( -  1)eo!(n--o)! aa-~' 
Q 
,a((s(a) + n)s(b)) = ~ ~pe (s(a)s(b)) ~l,, (ns(b)) , 
Q 
~--'~_I "! l p'(b)~l'+(s(a)s(b)) (n--h)! ui! z~! . .. 
Q, x 
w 
Difforontiation naoh don s. 
Differenfiir~ man die Forme]: 
f=e  ~ 
nach s e und nach ~,s~. .  ,~ so wird: 
~f x~ 
% 7 f; 
~f  (-- 1) ~ 
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Vergleicht man hier die Ooefficienten der Potenzen yon x,  so folgt: 
d ~ (s) d a~ 1 
dsr dse(a) Q 
dh ~4(s) dk a~ 
~(~,(~))'- ,~(~ (o)) ~-~ . . .  d~, ~,. . .  
dAt  
d s e (a) 
d~A~ 
I SC A~_ r 
q sr 
= At-~px S . 
(-- 1) h 
1 ;r 2x~. . .  
w 
Difforontiation nach don a. 
Differentiirt man die Formel: 
T s tx  ~- -  - -  l og f  
nach a e und  den Factoren yon ~a~,,,x~ . . .  so wird: 
d ,~ ly  Xz 
s ,  = - r ( z ,  dar 
i 
da~' da~.  . .  t 
und vergleicht man die Coefficienten yon x ~, so hat man 
ds  t ~ = - ~ ~,_~ (-s), 
= ( -  1)~ (h -  l) ~.z ~,_~(-  s). 
"1 "~"2 " " " 
Ferner ist: 
dA r dA  r dst(a) 
und im Besonderen: 
dA r S r 
a% sAa) 
=(-  i)~ (h-l): ~f(x, ~(-s) 
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w 
Die Product~ dor s. 
Die p~(s) sind ganze Functionen der s yore Gewichte g, ich be- 
zeichne in ihnen die Coefficienten der/~z(a) durch: 
1 z, 2Z, . 
setze also: 
=.X 
Die Summen 
Spaltung aus p, entstehen. 
st der Coefficient 
erstrecken sich fiber alle pz, 
Die Zahl 
1 z' 2~.  . 
yon pz(a) in px (s(a)) 
(1  ~, 2~. . . )  
1~ ' 2a ~ . pz(a), 
1~, 2 z2 ." p~,(A). 
welche dutch fortgesetzte 
oder verschwindet, je hath- 
dem p~ dutch fortgesetzte Spaltung Pz 
g 
( 1~, 2x~. . . )  
g)  
(g  
wenn ~ ~<~ a, 
1", 2"~... 
1, ) 
Beispiele.  
= (_  ~)~g (~-_1)! 
u~! u~! . . .  ~ 
--- -- g; ~ 0; 
0" 
~-  (-- 1)g, 
( ( Q2 - -  0~; O, a -~ Oa 
Q, a~ ~-  v ~" 
wenn 0 ~ a, 
0, a )  __ O, 
Z,/t 
wenn o, a, ~t, tz verschieden sind. 
erzeugt oder nieht. 
( O --}- a ~) .= 0 -{-- a, 
@,a]  
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{}5. 
Dio rroauoto aor + s<b>). 
Die Producte 
sind ganze Funetionen der a ,  b; 
ficienten der p~ (a) p~, (b) dureh: 
1~ ' 2~. . 
1 ~,2~. . .{1 - ,m. . i  
setze also: 
ich bezeichne in ihnen die Coef- 
) 
1~1 2X2 * 9 i 
, ,  (~ (s (a )+ s (b) ) ) - -~-~_  t (1;t ' 2~,. . . {Is', 2,'~,. . . )pa(a )p~(b) .  
~: :.t 
Die p~ entstehen dutch Faltung aus "den ~Ps ;  bei diesem Proeesse 
werden die Factoren yon p~ mit denen yon Ps zu Factoren yon p~ 
gefaltet; das p~ besitz~ ausser yon pz und p.~ fibernommenen Faotoren 
nut solehe, die durch Faltung entstehen. 
Die Symbole: 
1~'2~'. . .{ " . . .  
versehwinden, je naehdem p~ dureh obige Faltungen aus p~p~, entsteht 
oder nieht; sie gentigen der R~lation 
1 a ,2~. . .  }l~,2u~-... ~ lm2~-~... }1 ~,2~,. . .  " 
WO:  
Beisp ie le .  
h ~ ~t 1 n t- X2. . . ;  
l~-e { 0 
(1~- r  P )= 1 
1~-r Q 
( l~-e  -1 O-Jr 9 1) 
I ~-'~ } 0 
m! 
(m--h) !  ~1! x,! ' 
#~-1,  ~ it,,, 
ffir O> 1, 
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3. Capitel. 
Die V. 
In der Summe 
f(x, a, b) ~ .~  
=2: 
w 
Definition der K 
ui! u2! . . .  1 x'2~*. . . 
(,<) (-- 1)h p~, a) p~, (b) xg 
u i!X 2!...I ~2 ~. . .  I/~'2~... 
bezeichne ieh den Coefficienten yon xgp~ (b) dureh: 
E" . .~: " "  (~) = v,,,) (a). 
Er hat den Werth: 
-~-Z  -(-~ ')~ (1", 2~. . .  ) (  1", 2" , . . . )  
x,z xt!x~! i f '2", . . .  1~',2~, l ~, 2 z~. . . p~(a) .  
Die 1. Summe erstreckt sieh fiber alle u, bei denen p, durch Faltung 
aus p~, ents~eht und die 2. Summe fiber alle x, ),, bei denen p, aus to, 
und p~, dutch Fal~ung erzeugt wird. 
Vergleicht man in der Formel: 
auf beiden Seiten die (]oef~eienten yon: 
so wird: 
die Summe 
die Produete at"'-'~-, 9 
p~,ib) - -  b, , ,b, , , . .  . 
erstreekt sieb fiber alle Combinationen der a, 
. .  versebieden sind. 
bei denen 
Beispiele.  
a~, ag, a e .ae;  a e .a~ ffir ~a  
erzeugen durch Faltung- 
p~,(a); au; a~, aer aeaa,  ae+,~ 
denen diese I r entspreehen" 
Mathematische Annalen. I~I .  33 
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Z (--1)~ ( l~ '2x ' ' ' ' )  
V,g(a)  = ~,, t. ~ , . : .  , ,~~,, . . . lg p~, (s(a))  
Z (-- 1)~ p,, (sCa))-~ (--fl)~a,, 
af 
Vg(a)  =-  -~ sg(a) = sa(a) , 
Ve: (a  ) = 1--~--{0='~ s (a) - -  l {2q '~ s.).e(a) 
i s~,(~) - 1 s~ (a) 
1 (000: ~)s.o(a)s~(a) 1 (~-~' / )  se+a(a) ~-b6 
= se(a)sa(a  ) - -  se+a(a  ). 
w 
Die Differentialquotienton der ]7. 
Vergleicht man in der Formel (vgl. w 2,  2. Cap.): 
f(x, a, b) xe 
ase(o) ~-- -- ~- se(b) f (x ,  a, b) 
die Coefficienten yon x~p, (b )  so wird 
V~x ) (a) 
' i~X 
( -  1) ~-'  Ch-- 1)! 1 V(,)(a). 
i1! i2! 0 
Die Summe erstreekt sich tiber alle i, k,  bei denen: 
Pip, ---- ~, 
ist. Man kann diese Formel auch durch diese ersetzen: 
Z OV(k) (a) (-- 1) h (h-- 1)! 
d~z a , _e  = ~ i, z h! . . . V(.)(a) 
Z gx  
und aus ihr diese ableiten: 
a VO, ) (a) 
Q, i, k 
( - -  1) ~ @ -- 1)! 
i~ ! i~ ! . . 9 V,.,(a) (--s(a)) 
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w 
Smnmen yon Coefficienten. 
Die Summen der Coef/icien~en der 
:(x, a, b )~- -~, , ( s (a )s (b ) )x r  
g 
ha~ den Werth :
f(x,  e )=~pa(a)xU=~ 
Sein Logarithmus i t: 
e (x ,  e)  = - -  
g 
und demnach: 
F in der Formel: 
ist. 
(ajx) ~' (a~x2) ~ " " " -- H 1 
" . J -~ 1 ---aex~" 
,~  log(1--aeaf) = ~ ~ a;x ~ 
Q,a 
sg(e) ~- ~ oae. 
Die Summe erstreckt sich fiber alle O, 6, ffir welche 
O~-g  
w 
Produete der V. 
Aus den Formeln: 
/ (x, a, +(,(~) + s(~))) = .Z , . . ( ,  (,(b~ + ~(o))) v,,,r 
:(x, o, ~(scb) + ~(~))) = r(,, o, b) :(~, o, ~), 
l X, 2~.~ . 9 
P~' (O(s (a ) -~s(b) ) )=~( l~,2z~. . .  [ 1~2~', )p,(b).p~,(c) 
folgt diese :
f (x,a,  b) f (x ,a ,e)  -~- .~  ( 1"~ 2~ " " " ) g,~.,~,~, 1~'2~... [ 1~',2~'~ ... pz(b)p~,(c)x2 V(x)(a) 
-~---~ p~Cb)la~,(c) V(z)(a) V(~,)(a) xu 
g, )-~ lu 
und wenn man die Coefficienten yon 
vergleicht: 
al 
l x~ ~ . , , ) 
,,. I I '~ ' . .  , VC")(a)' 
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Die Summe erstsreckt 
aus/~a Pt, entsteh~. 
sieh 
Wlm ]TI~:~. 2ga . . .  
Ve,,(a) ~- ( - -  a)'~,am; 
da dureh Faltung yon 
P. (~ORDAN. 
fiber alle x~ bei 
1. Be isp ie l .  
WO 
denen 2~ durch Faltung 
m ~ V l "-{- 2) 2 . . . .  
a• 
1 " a?a~. . .  
u. A. s ent~teht, so kommt reehter Hand V(~) vor, so dass man hat: 
V,,)(a) = ( -  1) am Vl,~,,... (a) - -  ~ 1 m ] 1",2", . . .  r(x)(a). 
Die Samme erstreck~ sich fiber alle u, bei denen Px aus p, dureh 
Spaltungen yon ae+l in a I ar entsteh~. 
Die Formel driickt V(,) dutch einfachere V desselben Gewichtes 
und das Vl,,~n... yon niederem Gewichte aus. 
2. Beisp iel. 
F~ V~_Q wo g - -0> 1. 
Vie -~- (--  l)r rg_ e = sg_r 
,el"'2"";),g _ 
a~. ag- e erzeug~ dureh Faltung a~ r aa_ e und a r aa-e+~; die Coeffieienten: 
l r  \ 1r I g - - r  
haben den Werth t; es wird mithin: 
aes_e(a  ) = ( - -  1)r Lea_e(a)  - -  ( - -  1)r -2 Vle...lg_e.4_,(a), 
und durch Summation: 
e---~m 
Vlm~_,n(a ) = ( - -  l )m2a e sg-e(a). 
r 
w 
Wertho der F fiir spor f(x, a). 
1. f (x ,  a) --~ I - -  x ,  
f (x ,  a, b) --~ [(x, b)" a o ~--1; a 1--~ - 1; a r  
~lp~, (b)  F(,)(a)x' = ~ 5,r 
z g 
ffir Q > 1, 
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Die V(x)(a) haben den Werth 1 oder 0, je nachdem Px nur einen 
Factor hat oder mehrere. 
Fo lgerung.  
Der Factor yon a~ verschwindet in V(~), wenn p~ mehr als einen 
Factor hat und hat den Coefficienten (~ l~q~ wenn p~(a)~-, ag ist. 
2. f (x ,  a) ( l  "* ~--- ~ x) . 
ag n! = ,c - -  _1 /  =_  , ( - -  -,l~g ~ - - "  - -  1 . . .  n - g + I (n - -g j !  g! t .2 . . .g  
f(x, a, b) ~-  f" (x, b), 
~pu(b)  VO, ) (a )xa -~ n 'n -  l : : :n - -h - t -  1 
ut! z2! 9 
x $r 
n.n - -1 . . .n - -h - l t .  I 
V(x)(a) -~  z,! u,! . . . 
Ffir n=- - I  wird ag~ 1 
h! 
V(,) (a) ~- (--  1)h ,,! us!.. ." 
p (b) 
Fotgerung.  
Die Summen der Coefficienten in V(,)(a) ist (~  1) ~ 
gleich den Coefficienten yon px(a) i n / -1 (x ,  a). 
h! 
z~! uz!-. .  also 
V(x)(a) hat 
nicht. 
3. a(x,  a) = x. 
f(x, a) = e~; ae ~ 1__ 
#(x ,  a, b) --~ s~(b)x ~- ~ blx,  
f(x, a, b) ~-- e -b,~, 
die Werthe ( -  1)g g! oder O, je naehdem ~(a)~-a~ ist oder 
4. #(x ,  a) ~--- x -{- x :y .  
s j (a )~- - -1 ;  s2(a )=-  2y; 
f (x,  a) = e ~+~', = .~ y~ xg 
z !  Z! " 
z~ 
se(a ) ~-- 0 
yZ ~ yZ 
ag ~ z.~! --- (g---.'~)! ;t!' 
fiir 0 :> 2, 
s 1 (a)s, (b) ~-- ~ s 1 (b); s2(a)s~(b ) ----- ~ 2 ys2 ~b); se(a)se(b)=O fiir q :> 2, 
~(x, a, b) -~ .~ blx + (b12--2b2)x2Y, 
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--~-  ~ b-: tb- 2 2 b "~a xa Yz 
= (- -  1)e (-- 1)~ 2# bla-~' b~." ~,. ~.!, 
iQ ,u 
V(,o(a ) ~ O, wenn p.  einen Factor hat, dessen Index > 2 ist. 
5. f (x . ,a )~-  l - -x" .  
a o ~- 1; as ~- - -  1; sag(a) ~- n; s,,g(a) s,~g(b) -~- ns,,g(b). 
Die fibrigen a, s(a), sg(a) sg(b ) versehwinden. 
In Vt~)(a) erhKlt man dutch die Substitution a,  -~- - -  1 den Coef 
ficienten yon ( - -a , )  g" also, wenn g nicht durch n theilbar ist, di~ 
Zahl O. 
Isg 
und 
so wird 
Px (a) ---- ana l . . .  
---~ COS ~ 
2#z 2z# 
n "~ i sin -d ; ~e ~eep 
w 
V(~d(s (a )+s(b) ) ) .  
Durch Vergleichung der Coefficienten yon 
xg und p(,) (c) xg 
in den Formeln: 
f (x,  ~l, (s(a) + s(b))) 
erhiiit man die Formeln: 
= f(x, a) f (x ,  b), 
f (x, a, c) f(x, b, c) 
Die 2. Summe erstreckt sich tiber alle )~g, fiir welche: 
ist. 
bo=l ;  
Die fibrigen b und 
ist. 
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1. Beisp ie l .  
f (x, b) ~- 1 - -  x.  
b, -~- -  1; Vg(b) ~-. sg (b) = 1. 
V (b) verschwinden. 
* (~(a) + 1) = ~- -  ~_ , ,  
r(,) (a~- a~_,) -~  v(it)(~). 
it,/~ 
Die Summe erstreck~ sieh fiber alle /t, g, ffir welche 
p,(a)  = a•p;t(a) 
Die tibrigen b and 
ist. 
2. Beisp ie l .  
f (x ,  b) = 1 - -  xy .  
bo = 1; b, = y ,  tab)  =- s~ib) - v " .  
V(b) verschwinden. 
~l,g (sr -[- ye) ~_. a~ -- yag_,,  
V(x) (a e --  y ae-1) ~--~-~ yt, V(;O (a) . 
it, Ix 
Die Summe erstreckt sich fiber alle )., g, bei denen. 
p,,(a)-~-a~,pi(a) 
3. Beispiel. 
f (x ,  b) --- (1--xy)".  
b e ~ (-- 1)e 
sg(b) --~ n yg, 
n.n - -1 . . ,  n--h.. .t-1 
~Pg (sr (a )+ nye) =2 (-- 1), 
n.n - -  l . .  .n - -O- l -1  
1"2- ' '0  
0 
yg~ 
1-2 . - . (~  
a g..-a ya 
17(,) (~ (se(a) .-[- nye)) "~- .Z  
2, tz 
n.~ - -1 . . .n - -h -4 -1  
ttt! 1~2! 
y~ V(it)(a). 
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4. Be isp ie ] .  
/ (~,  b) --~ 1 - -  x .V .  
bo~l ;  b,,~-- - -  y; s~a(b) .---. nyv. 
Die tibrigen b und s(b) verschwinden. 
g g 
V(x) (b) isr der Coefficient yon a"  in (--y) ~ V(~)(a) und verschwindet, 
wenn g nich~ durch n theilbar ist. 
~l, a (s e (a) + se(b)) = a a --  yaa_,,, 
V(~) (a e - -  yao_, ) -~- -~ V(~)(a) V~m (b ) . 
2, la 
In der Formel  
f(x, a, b, c)--~--~_~ 
I ,  
w 
V(a, b). 
V(,) ('r (s(a)s(b)))p,(c) 
bezeichne ich den Coefficienten V durch: 
er hat den Werth 
Xg 
vo,>(,~,b)~ ~,,~,,,:.--1~"2 .'-- v, 2.,. p,,(~(.)s(b)) 
X 
~.~.~ ., ! ~:  - -  ix, ~2 . . .  \121 2h. .  1t", 2~ p~(a)p~, (b). 
1. Anmerkung.  
Der Coefficient yon pu(b)p,(c) in f (x,  a, b, c) ist gleichzeitig der 
yon/at,(b ) in V(,)(a, b) und der yon p~(b) in Vo,)(a, b). 
2. Anmerkung.  
has jeder Relation zwischen den V kann man weitere ableiten, 
indem man a durch ~h (s(a)s(b)) ersetzt, da durch diesen Process V(a) 
in V(a, b) iibergeht. 
1. Be isp ie l .  
f(x, b) = 1 - -  x .  
bo -~- 1; bl = - -  1. Die iibrigen b versehwinden. 
~(b) =- I; ~,,, (s(~) s(b)) - -  ~,, 
v(,)(~, b) = V~,)(a). 
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2. Be isp ie l .  
/. (x ,  b) - -  (1 - -  x ) - .  
sa(b)----- n; f (x, a, b) -~- f " (x ,  a) 
~l,g(s(a)s(b)) ~-- ~l'g (ns(a)) = ~t  n'n" l . . .n - -h  + , 
xt! x~ , . .  
g 
V(,,(a, b)---- V,,)(O (ns(a))) 
p~,(s(a)) 
<_.), (.,2.,.. 
f (x ,a ,b )  -.~ 
3. Beispiel .  
f (x ,b )= l - -  x •. 
Q 0 g 
s,,g(b) = n; s,,g(a) = sg(A) 
(-')" 
g in!  ~2~ ! 9 . .  1 ~: 2x2~. . .  
Aa---~O,,a(ns,,e(a))----~_ I 
Die iibrigen s(b) und ~(s(a)s(b))  verschwindem V(o(a,b ) entsteht 
aus V(,)(a) dadurch, dass man die a,g dutch Ag and die andern a 
durch 0 ersetzt; es hat, wenn das Gewich~ yon p, durch n theilbar 
ist, den Wer~h: 
V(,)(a, b) = ~,~ 
g 
und versehwindet, 
( -~)~ (n""(2n)~".) 
x:t..'x,n~.--[-l~"2~"..* \ I',2"...'" P'(S"e(a)) 
wean diess nich~ der Fall isL Wean alle Indices 
yon lo. durch n theilbar sind: v= e ~--go so wird unsere Formel: 
V(,)(a, b) --~ Iro,)(A). 
4. Capitel. 
Die numerischen Coefficienten in f(x,a,b ...). 
w 
Dio Symbolo aft . . . .  
Die in w 2, 1. Capitel definirten Functionen 
ganze Functionen der Variabeln 
x, a, b, c . . .  
f (x ,  a ,  b .  . .) sind 
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also Aggregate der Producte 
x.q zv~Ca) p~,Cb) p,(c) . . . .  
Ich will ihre numerischen Coefficienten mit 
bezeichnen also: 
f (x ,  a, b, c. . .) =-- ~_~ xgpa(aa) p~,(bi6)p,,(cT) . . . 
setzen. 
Da f (x ,a ,b ,c . . . )  sich nich~ iindert, wenn man die a, b~ c mit 
einander vertauscht, so iindert sieh auch p(a)p( f l )p(~, ) . . ,  nicht, wenn 
man die a, fl, ~ mit einander vertausch~, z. B. ha~ man: 
~(~)~(~) = ~(~)~.(~). 
Die p(a)p(~)p(r) . . . sind ganze Functionen der Symbole a, fl, ~ . . . .  
Quotienten, bei denen der Nenner nicht Theiler des Ziihlers is~, ver- 
schwinden. 
Die pz(a).p~,(fl).., bedeuten die numerischen Coefficienten~ wenn 
P~, P l , . . .  dasselbe Gewicht g haben and verschwinden, wenn dies 
nicht der Fall ist. 
Da 
w 
Die p(a).  
f (x ,  a) .~  1 + a lx  + a2x2.  . . 
in unserer Bezeichnung: 
f (x, a) ~-- 
ar 
is~, so haben die % den Werth 1 
ag~---1, 
wiihrend die iibrigen p~(a) verschwinden: 
~(~) = o,  
wenn pz(a) ~ ag is~. 
Wenn f (x)~-.  1 -  x ist, so ist (1. Cap. w 3) 
f (x ,a ,b )=f (x ,b )  
and wenn: 
ist, so ist: 
f (z) = 1 + al x 
f (x ,  a, b) .-~ f ( - -a , ,  x, b). 
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In unserer Bezeiehnung wird in diesem Falle: 
f (x, a, b) -~- ~t  (a~ ~,),p~(flb)x~, 
mithin ist: 
also 
g 
a: pi(fl) = ( - -  1),p~ (a), 
~fp~(~) = o, 
wenn p~(a) ~< ag isis. 
w 
Die Wertho der p(a)~(fl)~(~). 
Trigt man in die Formel (w 5, 1. Cap.) 
(_ l) ~ 
f (x ,a ,b ,c . . . )~-  ix, 2~r gi! g,.t . . " 
~g 
p,(s(a)s(b)s(c) . . .) xg 
flit die p,(s(a)) , p , , (s(b)) . . ,  ihre Wer~he (w 4, 2. Cap.) 
,.(s(~ .__ ~ (" '"-- ) 
1 ~,2~, i /o~(a) 
,.(.~,>) -- 2; ('"" ') 
1., 2~',. Pl, (b) 
,.Is(.>) =2~(""  ) In 2", . p, (c) 
ein, so wird 
f (x,  a, b, c...) -~- 
(-,~ (..2.. (i..~.o. (:-.~-. 
p~(a) lo~(b)~,(c) x,. 
Vergleicht man diese Formel mit 
f (x, a, b, c . . .) ~- .~  pz:(aa) p~,(b fl) p,(c~,) xa, 
2, tL,, 
so wird: 
W P~ ( a)P~, (fl) P.O') g~o -=z,.~ x,! ,,! i ' ,~"... \1~,2 z....] kl~',2~...lkl', 2",...} 
Die Summe erstreckt sich tiber aUe ~, bei denen px durch Fal- 
tung gleichzeitig aus p~, p~, p,, ... entsteht. 
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hus 
f~ir ~)~ 
es wird: 
Be isp ie le .  
ag ; a e . a e ;  a e . ao  
a entsteht durch Faltung: 
2 
ag; ae~ a~ e ; ae~ aa.  ae+a; 
1 ~, 2z~. . .  1~, 2 f ' , . . .  ' 
1( r 
1 
2 
0 2 
9 . )  (1~',2~.. . )  " " 
( 2~ 
) 
1~2~... P', 2~'~... 
wenn 
wenn 
wenn 
~X~, 
2 2 102  1 
O~ a~ 0~, al verschieden sin& 
w 
Die Wurzeln der Einheit. 
Die symmetrischen Functionen der Potenzen % ~ ee yon 
--~- COS - -  - 2~ {_ i sin 2_~ 
sind im w 5 3. Cap. berechnet worden. In unserer Bezeichnung 
das dorg gefundene Resultat dureh die Formel gegeben: 
~' e~ . . . .  ( - -  a~,)" fin t6v~ . . . .  
is~ 
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w 
Dio V. 
hus den Formeln: 
f(x, a, b) - -  .~  p,(b) V(,,(a)x~' = ~_t p~(aa) p,(b[3)~ 
"It ,~, y 
f(x, a, b, c) = ~ .p,,(c) V(,,)(a, b)xa ~-- ~ pa(aa) p~,(bO) p,,(cT) 
~, ~,!~,~, 
folgt~: 
V(,)(a) = p,,(fl) ~ pz (aa) 
V(,,)(a,b) = P,(7) ~_,r P~(aa)pu(bfl). 
Die Summen erstreeken sich tiber alle ~ ~ bei denen ~z und Pt, 
dieselben Faltungsprodukte p~ erzeugen wie zv,. Den Relationen 
zwisehen den V entsprechen solche fiir die p (a) p (fi)/~ (7) . . . .  
Be isp ie le .  
Nach dem 3. Cap. wird: 
fiir f(x, a) = ( t  - -  x ) " :  V ( , ) (a )  = n.~l  . . .n~hJ r l  
~'I ! ~'~! . . .  
gag,  
Z 
y.( ) 
q~-- 1 \22/'n. n - -1  .n--2 ~.  
~) k ~.~ ~3) "' .  
<> a~. 
Hieraus ergeben sich diese Relationen zwischen den p(a)p(~)p(~,): 
1 ~ :  v(,)(a) - -  ( -  1), h~ , / (x ,a )~ l - x  ~,,!I,~!... 
. /(x,a)--~e~: Vo(a)--- (--1)g - -  ~ 
1 g!  
v(,)(~) = o e~r p,(~) 
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Die Summen erstreeken sich in der letzten Formel fiber alle u, Q, a, 
bet denen io~ durch Faltung aus ~v~v~ entsteht und 
ist. 
Pe Pa ~ P, 
w 
Reduction der p (a) iu (/$) . . . .  
Der Formel (w 4, 3. Cap.) 
V(~)(a) = ( - -  1 )~a~L, :~,~. . . (a  ) = 
entsprieht diese: 
2J - -  1 ~, 2~. .  (1"1P ' ,2 , : . . )  V(')(a) 
lm I 1,, ~,, . .  
In ihr ist: 
9Tb ~ ? / l 'q -  ~2 " " " 
und die Summe erstreckt sich fiber alle x, bet denen p~ aus 19, dutch 
specielle Spaltungen yon ae+l in a la  e entsteht. 
Da die Glieder reehter Hand einfacher sind~ so ist dies eine 
Reductionsformel ffir p,,(a)p~(fl). 
Ist ~ der hSchste in /9~ auftretende Index nnd m > v~ so ist: 
1 
~ p~ (~) = o. 
Reducirt man die /9~(a) wetter, so erhiilt man Formeln, in denen das 
Product vor der Summe verschwindet. Schliesslich gelangt man zu 
dem verschwindenden Symbol 
Hieraus folgt der Satz: 
,p~(a)p~(/~) -0 ,  wenn die Anzahl der Factoren von /9~ grSsser 
als die Indices in pz istf  
Im Falle 
m-----v 
verschwinden alle Glieder der Summe~ es" wird: 
6,,, 'h % ""P~(~)" 
Beide S~itze bleiben bestehen, wenn man mi~ symbolisehen Factoren 
p(~,) multiplicitY. 
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{}7. 
Der Formel (w 4, 3. Cap.) zwischen den V: 
Vff,,j_,,(a) = (-- 1)m.~"ar Vg_e(a) 
~---0 
entsprieh~ diese zwisehen den ~o(a)p(~): 
:g=m 
a~ u-~ P, (i 6) = ( - -  1)m p, (~) X ~ ag_~.. 
s t~O 
Um sie zu transformiren, setze ieh zuniiehst m = ~; es wird dann: 
Z'  
o---  j.,(~) N '~-" '  
so dass man unsere Formel so sehreiben kann: 
1 
= (- i)~-: p,@) 
Im Besonderen hat man: 
{ o 
,~7 ,~-,.  t~;' t~g-. = (--  1),.,+--: 
} 
u=m+t 
f~r m.+ n ~ g, 
{}8. 
Zusammenstsllung yon Formeln fiir p(a)~(~). 
Die p(a)~(~) sind durch die Formel: 
Z (-1)~' (1~" 2"~" ") ( 1" 2~~ "" ") 
Pl(a) Ps(/~)= ~,' ~2'.-- : --7-~" 9 i z, 2~ lu, 2m ~ * 9 9 
definirt; ausserdem sind im Obigen noeh versehiedene Recursions- 
formeln zu ihrer Bereehnung egeben. Hier sollen noeh einmal die 
hierbei taugliehsten Formeln zusammengestellt werden; sie genagen 
zur iibersiehtliehen Berechnung in allen einfachen F~llen. 
1" ,  " "01  . . .  ~0,  wenn ~1+~. . .>~,  
O, wenn m+n>g, 
d' ~- , ,  #I'~,-, = {(... 1)"+""*, wena m + n < g, 
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1 r '2 " "" ~ 
wo m = ~ + ~r . . . .  
~, ~,. . .  ~ ,= (-  ~),~'; ~I,... 
wenn ,l 1 Jr- ~.~-.-~---~, 
2 1 ~ 1 
verseh ieden s in& 
1( e )  ~(~)  
'~'P"(~)= -g ~,,2,~... ---:Y-' 1-,2-~... 
o,o) (o+o 
~----~--I 
Q=m+l 
{ . } ~o~' ~ . . . .  2(~o~o. . .  ) 
